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第第第第 4 章章章章    標準偏差の区間推定標準偏差の区間推定標準偏差の区間推定標準偏差の区間推定 
標準偏差の推定値 s が，シリーズ実験毎にどのようにばらつくかをモンテカルロシミュレ

ーションで調べます。 

4.1 χ2
分布のヒストグラム 

 ある実験データが正規分布に従うと仮定し，n 個のデータの平均を m（式（1.1）），標準

偏差を s（式（1.4））とすると， χ2
（カイ 2 乗）は 

 

       

        (4.1) 

 
 

と定義されます。σは真の標準偏差を表します。式（4.1）が従う分布を，自由度 n－1 の

χ2
分布といいます。同じ系で実験をくり返した場合，n とσは一定と仮定できますが，標準

偏差 s はシリーズ毎に違いますから，χ2
が分布することになります。 

 正規乱数（平均 5，標準偏差 1）を使って，5 回のくり返し実験（n=5）から平均 m と標

準偏差 s を推定し，式（4.1）からχ2
を計算します。1 シリーズの実験（5 回のくり返し実

験）から 1 つのχ2
値が得られます。ここでは，5000 シリーズの実験から，5000 個のχ2

値

を計算し，そのヒストグラムを作ります。 

 図 4.1 に示されているように，行 1 に，「シリーズ」，「標準偏差」，「分散」，「カイ 2 乗」，

「区間配列」，「度数」，「90％CI 下」，「90％CI 上」，「root 下」，「root 上」，「差」とタイプ

します。シリーズは，列 A に A2～A5001 まで 1 から順に番号を入力します。列 B は 5 回

のくり返し実験から得られた標準偏差推定値 s を入力します
1
。 

 

 

図図図図 4.14.14.14.1    データの入力データの入力データの入力データの入力    

 

 

                                                   
1 ここでは，3.3 で t 分布を作るとき使った 5000 個のデータ（図 3.2 の列 H）をそのまま

コピーし，張り付けます。ただし，[貼り付け]→[形式を選択した貼り付け（S）…]→[値ラ

ジオボタン]の順で，値だけを貼り付けます。 

 

χ2＝ �n − 1�s2σ2  
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図図図図 4.24.24.24.2    χ2
の値の値の値の値    

 

 

 列 C に分散推定値を入力します。セル C2 には「=B2*B2」と数式を書きます。列 D には

χ2
を入力します。n=5 でσ＝1 ですから，セル D2 には「=4*C2」と数式を書きます。次に，

これらの数式を，それぞれ，列 5001 までコピーします。列 D をグラフ表示すると，図 4.2

のようになります。図 4.2 のヒストグラムは図 4.3 です。ヒストグラムの区間配列（列 E）

は，0~30 まで 0.5 間隔で設定します。 

 図 4.3 と図 3.4 を比べると，χ2
と t との違いがよくわかります。t は正と負と両方の値を

取り，分布は t＝0 を中心とした対称形をしています。一方，χ2
は正の値だけを取り，分布

は非対称です。 

 

 

 

図図図図 4.34.34.34.3    χ2
のヒストグラム（のヒストグラム（のヒストグラム（のヒストグラム（nnnn＝＝＝＝5555））））    
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4.2 χ2
分布の確率密度 

 

 

 

図図図図 4.34.34.34.3    χχχχ2222
分布と確率分布と確率分布と確率分布と確率    

 

 

 χ2
が，次の範囲 

 

(4.2) 

 
 

に存在する確率は，χ2
分布により定まります。すると，真の分散が存在する信頼区間は 

 

(4.3) 

 
 

と表されます
2
。 

 

4.3 分散の区間推定 

 100 個の 90％信頼区間を式（4.3）から求め，グラフ表示します。式（4.3）の右辺が信

頼区間の下限，左辺が信頼区間の上限になります。図 4.1 では，列 G に前者，列 H に後者

を入力しています。自由度 4（n=5）の分布から，χ
�=0.711，χ��=9.488 ですから，セル G2

は「=D2/9.488」，セル H2 は「=D2/0.711」と入力します。これらを行 101 までコピーすれ

ば，90％信頼区間の計算は完了です。 

 式（4.3）は分散の表示ですが，分かりやすくするために，標準偏差で 100 個の信頼区間

を表示します。そのために，式（4.3）の各項の平方根を計算します。列 I と列 J に，それ

                                                   
2 式（4.2）を�n − 1�s�で割り，逆数にすれば，式（4.3）が得られます。 
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χα2 ≤ �n − 1�s2σ2 ≤ χβ2 

 

�n − 1�s2χα2 ≥ σ2 ≥ �n − 1�s2χβ2  
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ぞれ，90％信頼区間の下限と上限を入力します。セル I2 は「=SQRT(G2)」，セル J2 は

「=SQRT(H2)」と入力し，行 101 までコピーします。列 K で，列 I と列 J の差を計算しま

す。図 4.4 のグラフは，積み上げ縦棒のグラフであり，下の棒の長さが 90％信頼区間の下

限（列 I），上の棒の長さが 90％信頼区間の幅（列 K）です
3
。 

 図 4.4 では，100 個の 90％信頼区間の中で，12 個の信頼区間が真の標準偏差σを含むこ

とに失敗しています（赤で示してあります）。理論値が 90％ですから，図 4.4 はそれに近い

値です。信頼区間の意味については，項 3.6 で既に述べてあります。信頼区間の位置と幅が，

シリーズ実験ごとに大きく異なることに驚くのではないでしょうか。 

 

 

図図図図 4.44.44.44.4    90909090％信頼区間のグラフ表示％信頼区間のグラフ表示％信頼区間のグラフ表示％信頼区間のグラフ表示    

    

 

4.4 信頼区間のくり返し数 n に対する依存性 

 信頼区間を表す式（4.3）を，次のように書き変えます： 

 

 

(4.4) 

 

 

この式は，真の標準偏差が存在する信頼区間と言えます。実験から推定した標準偏差 s に係

数，��n − 1� χ
�⁄ または��n − 1� χ��� ，を掛けた値が，信頼区間の下限または上限になってい

ます。くり返し数 n が大きくなるに従って，推定値 s は真の値σに近づきますから，これら

の係数，��n − 1� χ
�⁄ と��n − 1� χ��� ，は 1 に近づくはずです。これをグラフで確かめます。 

                                                   
3 グラフの描き方は 3.11 を参照。 

0

1

2

3

4

5

6

1 11 21 31 41 51 61 71 81 91

��n − 1�χα2 s ≥ σ ≥ ��n − 1�χβ2 s 



52 
 

 図 4.5 にあるように，行 1 に，「自由度」，「n」，「χα＿5」，「χβ＿95」，「coeff1」，「coeff2」

とタイプします。自由度の列（列 A）には，A2~A30 に 2~30 の整数を順番に入力し，くり

返し数 n の列（列 B）には，B2~B30 に 3~31 の整数を順番に入力します。列 C には 5％と

なるχ2
の値（=χ
�），列 D には 95％となるχ2

の値（=χ��）を入力します。セル C2 には，自

由度 2 で左側確率が 5％となるχ2
の値（=χ
�）を入力するために，「=CHISQ.INV(0.05,A2)」

と，これを C3 から C30 までコピーします。セル D2 には，「=CHISQ.INV(0.95,A2)」と入

力し，これを D3 から D30 までコピーします。 

 

 

図図図図 4.54.54.54.5    90909090％％％％信頼区間の係数の計算信頼区間の係数の計算信頼区間の係数の計算信頼区間の係数の計算    

  

列 E は��n − 1� χ
�⁄ ，列 F は��n − 1� χ��� を入力します。1 セル E2 は「=SQRT(A2/C2)」と

入力し，これを E30 までコピーします。セル F2 は「=SQRT(A2/D2)」と入力し，これを

F30 までコピーします。 
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図図図図 4.64.64.64.6    式（式（式（式（4.44.44.44.4）における）における）における）における 90909090％信頼区間の係数％信頼区間の係数％信頼区間の係数％信頼区間の係数    

    

    

4.5 くり返し数と統計量の信頼性 

くりかえし数を固定しても，解析方法を工夫すれば平均や標準偏差の推定値の信頼性を

向上させる方法があると思う読者もいるかもしれません。残念ながら，現実は違います。

統計学で用いられている平均や標準偏差の推定法は最良のものであり，この方法の統計的

信頼性とくりかえし数の関係は数学的に決まっています。 

 幸運なことに，くり返し実験は統計量を求める唯一の方法ではありません。たとえば，

量子力学では粒子の位置を確率で表しますが，この分布はくり返し実験から直接求めたも

のではありません。理論から誘導されるものです。統計力学も同様の体系を持っています。

分析化学では，1 回の測定から測定値の標準偏差を推定する方法が提案されています[3]。

統計量をくり返し実験以外から求める問題は，科学の範疇にあります。統計学の問題では

ありません。 

 科学に従事する人は，統計的方法を正しく且つ効率よく使うために統計学を勉強します。

統計学に頼りすぎてはいけません。統計学の限界を勉強することにより，科学に頼らなけ

ればならない問題が見えてくるでしょう。たとえば，実験方法によってデータのばらつき

方は変わりますから，もっとも信頼できるデータが得られるような実験計画を立てること

は通常行われていることです。科学に従事している人にとって，統計学は手段であり，目

的は科学であると私は考えています。 

 


